椭圆、双曲线的两个斜率积为定值问题探讨

一．结论生成，构建数学模型




问题1：已知点A,B的坐标分别为，，直线AP，BP相交于点P，且它们的斜率之积是m，其中, 求点P的轨迹方程.并讨论轨迹。 


【解析】设点P的坐标为，因为点A的坐标是，


所以直线AP的斜率同理，直线BP的斜率


由已知得，化简，得点M的轨迹方程为 


当点P的轨迹为焦点在轴上的双曲线，不包括点A,B

当点P的轨迹椭圆，不包括点A,B


问题2：已知椭圆，线段AB为其长轴，点P是椭圆上除点A、B外的任意一点，则为定值吗？
[image: 图示

描述已自动生成]



【解析】设，则，所以



又，，所以


观察猜想得


[image: 图示

描述已自动生成]问题3：已知椭圆，AB为长轴，若P为椭圆上除A,B外的任意一点，则为定值吗？
思路一：从特殊到一般（问题2的推广）




【证明】设为椭圆上任一点，定点A，B的坐标分别为，，



所以直线PA和PB的斜率分別为，，



又在椭圆上，故，所以

思路二：回归椭圆第三定义的推导过程（详见椭圆的三种定义及其轨迹问题）


【证明】请看③式逐级变形如下     











上式的几何意义为，平面内动点与两定点连线的斜率之积为负常数
椭圆的第三定义: 平面内与两定点连线的斜率之积为一负常数 (除-1外) 的动点轨迹为椭圆(不含两定点)．
思路三：利用参数方程去证明



【证明】设因为，，


所以故答案为


问题4：已知椭圆，AB为过中心O的任意一条弦，若P为椭圆上除A,B外的任意一点，则为定值吗（斜率存在的前提下）？
[image: ]
【分析】联想到点差法！




【证明】设则，且①，②，


两式相减得：则，

，是与点P位置无关的定值. 


再探究：从形的角度解释得易
这也是我们在中点弦与点差法中常用手段，在后面安排的数学模型应用中，主要就是通过斜率的等价，对称等条件的变换，回归到此二级结论中迅速解题。
[image: ][image: 图表, 折线图

描述已自动生成]         [image: 图片包含 体育, 游戏机

描述已自动生成]
总结如下





1．椭圆的第三定义：如图1所示，设椭圆的左、右顶点分别为A和B，点P为椭圆C上不与A、B重合的动点，则直线、的斜率之积.







推广：如图2所示，A、B为椭圆上关于原点对称的任意两点，P为椭圆C上的动点且直线、的斜率均存在，则直线、的斜率之积







2．椭圆中点弦结论：如图3所示，设是椭圆的任意一条不垂直于坐标轴且不过原点的弦，M为的中点，则直线与直线的斜率之积.
[image: ]





问题5：若椭圆的方程为，点A、B分别是椭圆上关于原点对称的两点，点P是椭圆上不同于点A和B的任意一点．若直PA与PB的斜率都存在，分别记为那么与之积是与点P无关的定值

试对双曲线写出具有类似特点的正确结论，并加以证明．
【证明】双曲线类似的结论为：已知双曲线[image: latexImg]，
点A，B是双曲线上关于原点对称的两点，点P是双曲线上不同于点A和点B的任意一点，

直线PA的斜率与直线PB的斜率之积为定值




证明：设则，且①，②，


两式相减得：则，

，是与点P位置无关的定值. 
类比总结如下：





双曲线的第三定义：如图4所示，设A、B分别为双曲线的左、右顶点，P为双曲线上不同于A、B的任意一点，则直线、的斜率之积







推广：如图5所示，设A、B为双曲线上关于原点O对称的任意两点，P为双曲线C上的动点，且、的斜率都存在，则直线、的斜率之积







双曲线中点弦结论：如图6所示，设是双曲线的不垂直于坐标轴且不过原点的弦，M为中点，则直线与直线的斜率之积.
[image: ]
提醒：若是焦点在y轴上的椭圆或双曲线，则上述四个斜率积的结果都要取倒数.




二．数学模型应用


[image: 图示

描述已自动生成]1.已知椭圆，AB为过中心O的一条弦，P为椭圆上的一点，且AP⊥AB,则



【分析】,,

2. 

变式：已知椭圆，AB为过中心O的一条弦，AH垂直于x轴于H点，直线BH交椭圆于另一点，则
[image: 图示, 工程绘图

描述已自动生成]



【分析】设则,





,，











3.变式：（2022年甲卷理科第10题）椭圆的左顶点为，点，均在上，且关于轴对称．若直线，的斜率之积为，则的离心率为（   ）




	A．	B．	C．	D． 
[image: IMG_256]
【答案】A












【解析】椭圆的右顶点为，由于点，均在上，且关于轴对称，所以直线，也关于轴对称，即，，．




4变式：已知椭圆的左右顶点分别为A和B，直线l过点B且与x轴垂直，P为椭圆C上不与A、B重合的动点，直线与直线l交于点M，且，则椭圆C的离心率为______.

【答案】






【解析】如图，不妨设P在x轴上方，设直线、的斜率分别为、，由椭圆第三定义，，由图可知，





因为，所以，从而，即，解得：.
[image: ]



思考探究：已知椭圆的左、右顶点分别为A、B，若椭圆C上存在不与A、B重合的点P，使得，则椭圆C的离心率的取值范围是______.





【解析】如图，不妨设P在x轴上方，，记，，则，所以，

从而①，


由椭圆第三定义，，所以，



代入①可得，显然，均为锐角，


所以，，

从而，

当且仅当时取等号，



故，结合可解得：.
[image: ]

【答案】

[bookmark: _GoBack]三：拓展研究






在圆锥曲线(椭圆、双曲线、抛物线)中,曲线上的一定点(非顶点)与曲线上的两动点,满足直线与的斜率互为相反数(倾斜角互补),则直线的斜率为定值.












[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]1、在椭圆中：已知椭圆,定点()在椭圆上,设,是椭圆上的两个动点,直线，的斜率分别为,,且满足.则直线的斜率













[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]2、在双曲线:中，定点()在双曲线上,设,是双曲线上的两个动点,直线,的斜率分别为，,且满足.则直线的斜率















[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]3、在抛物线：，定点()在抛物线上,设,是抛物线上的两个动点,直线,的斜率分别为,,且满足.则直线的斜率.


补充：
过椭圆 上任一点任意作两条倾斜角互补的直线交椭圆于两点，则直线有定向且(常数).
[image: ] 
证明 设，直线的斜率为，不妨设， 
则直线的方程为
代入，得，
，
，
由于直线与直线的倾斜角互补，所以，
同理，
 ，
，的正负是确定的，即直线有定向.
过双曲线上任一点任意作两条倾斜角互补的直线交双曲线于两点，则直线有定向且(常数). 
[image: ]
证明 设，直线的斜率为，不妨设，则直线的方程为，代入，得，
，
，
由于直线与直线的倾斜角互补，所以，
同理，，
，的正负是确定的，即直线有定向.
拓展练习









1.已知点在抛物线上，过点作两条斜率互为相反数的直线交抛物线于、两点，若直线的斜率为，则点坐标为（       ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A










【详解】设点、、，则直线的斜率为，可得，同理可得直线的斜率为，直线的斜率为，




，所以，，则，，


因此，点的坐标为.故选：A.

















另解：在抛物线：，定点()在抛物线上,设,是抛物线上的两个动点,直线,的斜率分别为,,且满足.则直线的斜率.利用此二级结论：，，再回代入得到.




【反思】特别提醒，本题抛物线方程巧合是二级结论中的型抛物线，若是型抛物线，则结论.













2.设抛物线：的焦点为，点在上，且，若过上一个定点引它的两条弦，，直线，的斜率存在且倾斜角互为补角，则直线的斜率是（       ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A






【详解】因为点在上，且，所以，，抛物线方程为.





设，，则有，，.


于是，



所以.因此直线的斜率.故选：A.












另解：由题意知：定点()在抛物线上,设,是抛物线上的两个动点,直线,的斜率分别为,,且满足.则直线的斜率，代入答案选A.
【反思】注意使用前先判断二级结论是否适用，先判定，后使用.






3．已知椭圆的左，右焦点为，椭圆的离心率为，点在椭圆C上．(1)求椭圆C的方程；(2)点T为椭圆C上的点，若点T在第一象限，且与x轴垂直，过T作两条斜率互为相反数的直线分别与椭圆C交于点M，N，探究直线的斜率是否为定值？若为定值，请求之；若不为定值，请说明理由．



【答案】(1)；(2)直线的斜率为定值，且定值为.



(1)由题意，则，又，




所以椭圆C的方程为，代入有，解得，


所以，故椭圆的标准方程为；

(2)由题设易知：，




法一：设直线为，由，消去y，整理得，









因为方程有一个根为，所以M的横坐标为，纵坐标，故M为，用代替k，得N为，所以，故直线的斜率为定值．




法二：由已知直线的斜率存在，可设直线为，，


由，消去y，整理得，


所以，而，


又，代入整理得，








所以，即，若，则直线过点T，不合题意，所以．即，故直线的斜率为定值.













【反思】在本题第（2）问中，在椭圆中：已知椭圆,定点()在椭圆上,设,是椭圆上的两个动点,直线，的斜率分别为,,且满足.则直线的斜率，由于本题是解答题，故不可直接使用此二级结论，但可用该二级结论试探答案，再解答，如果本题是选择题，或者填空题，本题可直接使用此二级结论：.








4．已知双曲线过点，且离心率．（1）求该双曲线的标准方程；（2）如果，为双曲线上的动点，直线与直线的斜率互为相反数，证明直线的斜率为定值，并求出该定值．

【答案】（1）；（2）证明见解析，6.





【详解】（1）由题意，，，，双曲线的方程为；








（2）设，，，，设的方程为，代入双曲线方程，可得，，




，，，，



同理，．．故得证.














【反思】在本题第（2）问中，在双曲线:中，定点()在双曲线上,设,是双曲线上的两个动点,直线,的斜率分别为，,且满足.则直线的斜率，由于本题是解答题，故不可直接使用此二级结论，但可用该二级结论试探答案，再解答，如果本题是选择题，或者填空题，本题可直接使用此二级结论：.
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