秦淮中学2020-2021学年高二下学期数学竞赛初赛试题

1．设函数
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（1）当
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上恒成立，求实数
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的取值范围；

（2）当
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时，若函数
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在
[image: image9.wmf][1,3]

上恰有两个不同的零点，求实数
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的取值范围.
2．在某工厂年度技术工人团体技能大赛中，有甲､乙两个团体进行比赛，比赛分两轮，每轮比赛必有胜负，没有平局.第一轮比赛甲团体获胜的概率为0.6，第二轮比赛乙团体获胜的概率为0.7，第一轮获胜团体有奖金5000元，第二轮获胜团体有奖金8000元，未获胜团体每轮有1000元鼓励奖金.

（1）求甲团体至少胜一轮的概率；

（2）记乙团体两轮比赛获得的奖金总额为
[image: image11.wmf]X

元，求
[image: image12.wmf]X

的分布列及其数学期望.
3. 已知椭圆C：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)的离心率e＝eq \f(\r(　,2),3)a，该椭圆中心到直线eq \f(x,a)＋eq \f(y,b)＝1的距离为eq \f(3\r(　,2),4)e.

(1) 求椭圆C的方程；

(2) 是否存在过点M(0，－2)的直线l，使直线与椭圆C交于A，B两点，且以AB为直径的圆过定点N(1,0)？若存在，求出所有符合条件的直线方程；若不存在，请说明理由．
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4.如图，在四棱锥
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中，底面
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为正方形，
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，M为线段
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的中点，
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，N为线段
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上的动点．

(1)证明：平面
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平面
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(2)当点N在线段
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的何位置时，平面
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与平面
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所成锐二面角的大小为
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?指出点N的位置，并说明理由．
5．已知数列
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（1）求数列
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的通项公式；

（2）若
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成等比数列，
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6.某书店刚刚上市了《中国古代数学史》，销售前该书店拟定了5种单价进行试销，每种单价（
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元）试销l天，得到如表单价
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（元）与销量
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（册）数据

	单价
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（元）
	18
	19
	20
	21
	22

	销量
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（册）
	61
	56
	50
	48
	45


（l）根据表中数据，请建立
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关于
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的回归直线方程：

（2）预计今后的销售中，销量
[image: image45.wmf]y

（册）与单价
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（元）服从（l）中的回归方程，已知每册书的成本是12元，书店为了获得最大利润，该册书的单价应定为多少元？

附：
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7．在
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中，角A、B、C的对边分别是a、b、c，且
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（1）求
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（2）如图，M为边AC上一点，且
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8．为了了解扬州市高中生周末运动时间，随机调查了3000名学生，统计了他们的周末运动时间，制成如下的频率分布表：
	周末运动时间t（分钟）
	[30，40)
	[40，50)
	[50，60)
	[60，70)
	[70，80)
	[80，90)

	人数
	300
	600
	900
	450
	450
	300


（1）从周末运动时间在[70，80)的学生中抽取3人，在[80，90]的学生中抽取2人，现从这5人中随机推荐2人参加体能测试，记推荐的2人中来自[70，80)的人数为X，求X的分布列和数学期望；
（2）由频率分布表可认为：周末运动时间t服从正态分布N(
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为周末运动时间的平均数
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近似为样本的标准差s，并已求得s≈14.6．可以用该样本的频率估计总体的概率，现从扬州市所有高中生中随机抽取10名学生，记周末运动时间在(43.9，87.7]之外的人数为Y，求P(Y＝2)（精确到0.001）；
参考数据1：当t~N(
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参考数据2：0.81868≈0.202，0.18142≈0.033．

数学初赛答案
1.试题解析：（1）当
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的取值范围为
[image: image94.wmf]me

£

；

（2）当
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2．（1）
[image: image116.wmf]0.72

；（2）分布列答案见解析，数学期望：
[image: image117.wmf]8500

.

【分析】

（1）将甲团体至少胜一轮化为三个互斥事件，求出概率，再相加即可得解；

（2）求出
[image: image118.wmf]X

的所有可能取值及其概率，可得分布列，由数学期望公式可求出数学期望.

【详解】

（1）第一轮甲胜第二轮乙胜的概率为
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第一轮乙胜第二轮甲胜的概率为
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第一轮甲胜第二轮甲胜的概率
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故甲团体至少胜一轮的概率为
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（2）由已知可得
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的可能取值为2000，6000，9000，13000，

则
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的分布列如下：
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3. 解析：(1) 直线eq \f(x,a)＋eq \f(y,b)＝1的一般方程为bx＋ay－ab＝0.依题意得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(e＝\f(c,a)＝\f(\r(2),3)a，,\f(ab,\r(a2＋b2))＝\f(3\r(2),4)e＝\f(3\r(2),4)·\f(\r(2),3)a，,a2＝b2＋c2，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＝\r(3)，,b＝1，,c＝\r(2)，))所以椭圆C的方程为eq \f(x2,3)＋y2＝1.

(2) 当直线l的斜率不存在时，直线l即为y轴，此时A，B为椭圆C的短轴端点，以AB为直径的圆经过点N(1,0)；当直线l的斜率存在时，设其斜率为k，则其方程为y＝kx－2.联立eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝kx－2，,\f(x2,3)＋y2＝1，))得(1＋3k2)x2－12kx＋9＝0，所以Δ＝(－12k)2－36(1＋3k2)＞0，解得k2＞1.设A(x1，y1)，B(x2，y2)，则eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x1＋x2＝\f(12k,1＋3k2)，,x1x2＝\f(9,1＋3k2).))①所以y1y2＝(kx1－2)(kx2－2)＝k2x1x2－2k(x1＋x2)＋4.因为以AB为直径的圆过定点N(1,0)，所以AN⊥BN，则eq \o(NA,\s\up6(→))·eq \o(NB,\s\up6(→))＝0，即(x1－1)(x2－1)＋y1y2＝0，所以(k2＋1)x1x2－(2k＋1)(x1＋x2)＋5＝0　②.将①式代入②式整理解得k＝eq \f(7,6)>1.综上，存在直线l：x＝0或l：y＝eq \f(7,6)x－2，使得以AB为直径的圆经过点N(1,0)．

4.如图，在四棱锥
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(1)证明：平面
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(2)当点N在线段
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[image: image142.wmf]MND

与平面
[image: image143.wmf]PAB
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?指出点N的位置，并说明理由．
.答案：（1）因为
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（2）设
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5．已知数列
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（1）求数列
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（2）若
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【答案】（1）
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【解答】（1）因为
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（2）由（1）
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6.某书店刚刚上市了《中国古代数学史》，销售前该书店拟定了5种单价进行试销，每种单价（
[image: image241.wmf]x

元）试销l天，得到如表单价
[image: image242.wmf]x

（元）与销量
[image: image243.wmf]y

（册）数据：

	单价
[image: image244.wmf]x

（元）
	18
	19
	20
	21
	22

	销量
[image: image245.wmf]y

（册）
	61
	56
	50
	48
	45


（l）根据表中数据，请建立
[image: image246.wmf]y

关于
[image: image247.wmf]x

的回归直线方程：

（2）预计今后的销售中，销量
[image: image248.wmf]y

（册）与单价
[image: image249.wmf]x

（元）服从（l）中的回归方程，已知每册书的成本是12元，书店为了获得最大利润，该册书的单价应定为多少元？
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6.【详解】解：（1）
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的回归直线方程为：
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（2）设获得的利润为
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因为二次函数
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取最大值，

所以当单价应定为22.5元时，可获得最大利润．
7．在
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（1）求
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【详解】
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（2）由（1）可得：
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8．为了了解扬州市高中生周末运动时间，随机调查了3000名学生，统计了他们的周末运动时间，制成如下的频率分布表：
	周末运动时间t（分钟）
	[30，40)
	[40，50)
	[50，60)
	[60，70)
	[70，80)
	[80，90)

	人数
	300
	600
	900
	450
	450
	300


（1）从周末运动时间在[70，80)的学生中抽取3人，在[80，90]的学生中抽取2人，现从这5人中随机推荐2人参加体能测试，记推荐的2人中来自[70，80)的人数为X，求X的分布列和数学期望；
（2）由频率分布表可认为：周末运动时间t服从正态分布N(
[image: image301.wmf]m

，
[image: image302.wmf]2
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)，其中
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为周末运动时间的平均数
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，
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近似为样本的标准差s，并已求得s≈14.6．可以用该样本的频率估计总体的概率，现从扬州市所有高中生中随机抽取10名学生，记周末运动时间在(43.9，87.7]之外的人数为Y，求P(Y＝2)（精确到0.001）；
参考数据1：当t~N(
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)＝0.9973．

参考数据2：0.81868≈0.202，0.18142≈0.033．

解：（1）随机变量
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的可能取值为
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