新高考导数考点解读
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导数在题型设计上呈多样性，涉及到切线、单调性讨论、极值与最值、存在与恒成立、函数不等式、零点等，所要用到的思想方法有数形结合、分类讨论．

     小题大多数考查切线相关的问题，以容易题居多，稍微难一点就是两条曲线的公切线问题，偶尔考查极值与最值（难），存在与恒成立（难），具体查考什么与导数解答题考查的内容相关，也与整个试卷的难度相关．

 1．(2020全国1理)6．函数f(x)＝x4－2x3的图像在点(1，f(1))处的切线方程为
A．y＝－2x－1    B．y＝－2x＋1     C．y＝2x－3     D．y＝2x＋1

    导数的几何意义，单一的知识点，容易题．
2．（2018全国1文（理5） 6）设函数f (x)＝x3＋(a－1)x2＋ax．若f (x)为奇函数，则曲线y＝f (x)在点(0，0)处的切线方程为

A．y＝－2x        B．y＝－x        C．y＝2x         D．y＝x
   函数的奇偶性＋导数的几何意义，两个简单的知识点综合，中档题．
3．（2016全国2理）若直线y＝kx＋b是曲线y＝lnx＋2的切线，也是曲线
y＝ln(x＋1)的切线，则b＝___________．

   导数的几何意义＋方程思想，中档题．
4．(2015全国1理)12．设函数f (x)＝ex(2x－1)－ax＋a，其中a＜1，若存在唯一的整数x0使得f (x0)＜0，则a的取值范围是(     )

A．[－eq \F(3,2e)，1)       B．[－eq \F(3,2e)，eq \F(3,4))      C．[eq \F(3,2e)，eq \F(3,4))       D．[eq \F(3,2e)，1)

小题中的导数问题，大多数考查数形结合思想，常用的方法是分离函数．

本题考虑分离函数为：ex(2x－1)＜a(x－1)，在同一坐标系中分别作出函数

[image: image1.emf]y＝ex(2x－1)及y＝a(x－1)的图象，考虑位置上的临界情况，相切以及过端点．
     导数解答题作为压轴题考查学生，可见这道题对学生的能力以及数学素养要求都很高，考查的重点在：存在与恒成立（代数推理）、不等式的证明（代数推理）、零点（数形结合）三个方面．

     以恒成立为例：

1．代数变形要求高

    很多恒成立（包括不等式证明）问题，直接求解，比较困难，可以将函数恰当的变形转化为另一个容易处理的函数，再解决问题．

    看两个经典的例子：

 ① (2010全国理)21．已知函数f (x)＝ex－1－x－ax2．
（1）若a＝0，求f (x)的单调区间；

（2）若当x≥0时f (x)≥0，求a的取值范围．

     第二问，如果直接做，需要三次求导以及分类讨论才能解决．可以适当的变形如下：由f (x)≥0得，ex≥1＋x＋ax2，即eq \F(1＋x＋ax2,ex)≤1，x≥0，

    一般的指数函数与多项式（分式）函数混合的函数问题，都可以这样处理，通常会把原函数变形为一个分式函数，其分子为多项式函数，分母为指数函数．

     设g (x)＝eq \F(1＋x＋ax2,ex)，x≥0，则g'(x)＝eq \F(x(2a－1－ax),ex)，
     再分类讨论解决问题，就不难了．

  ② (2011全国理)21．已知函数f (x)＝eq \F(alnx,x＋1)＋eq \F(b,x)，曲线y＝f (x)在点(1，f (1))处的切线方程为x＋2y－3＝0．
（1）求a，b的值；

（2）若当x＞0，且x≠1时，f (x)＞eq \F(lnx,x－1)＋eq \F(k,x)，求k的取值范围．

     同样第（2）问直接求导，十分麻烦，适当变形如下：由f (x)＞eq \F(lnx,x－1)＋eq \F(k,x)得，

 eq \s\do1(\f(lnx,x＋1))＋ eq \s\do1(\f(1,x))＞eq \F(lnx,x－1)＋eq \F(k,x)，即eq \F(2lnx,1－x2)＋eq \F(1－k,x)＞0，x＞0，且x≠1，

等价于：当0＜x＜1时，2lnx＋(1－k)(eq \F(1,x)－x)＞0；

当x＞1时，2lnx＋(1－k)(eq \F(1,x)－x)＜0，

     设g (x)＝2lnx＋(1－k)(eq \F(1,x)－x)，x＞0，则g'(x)＝ eq \s\do1(\f((k－1)(x2＋1)＋2x,x2))，以下略．
    一般的对数函数与多项式（分式）函数混合的函数问题，通常会把对数函数“清空”，所谓“清空”即只保留单一的对数函数，例如这里的，从

eq \F(2lnx,1－x2)＋eq \F(1－k,x)到2lnx＋(1－k)(eq \F(1,x)－x)．

   类似的代数变形还有很多：

1．（2020全国1理)21．已知函数f(x)＝ex＋ax2－x．

（1）当a＝1时，讨论f(x)的单调性；
（2）当x≥0时，f(x)≥ eq \s\do1(\f(1,2))x3＋1，求a的取值范围．变形为eq \s\do1(\f(1,2))eq \F(x3－ax2＋x＋1,ex)
≤1．
2．(2017全国2文)21．已知函数f (x)＝(1－x2)ex．
（1）讨论f (x)的单调性；

（2）当x≥0时，f (x)≤ax＋1，求a的取值范围．

首先可知f (x)＝(1－x2)ex在(0，eq \R(,2)－1)上单调递增，因此f (eq \R(,2)－1)＞f (0)＝1，

于是a(eq \R(,2)－1)＋1≥f (eq \R(,2)－1)＞1，于是a＞0，

f (x)≤ax＋1可变形为eq \F(1－x2,1＋ax)ex≤1．

3．(2016全国2文)20．已知函数f (x)＝(x＋1)lnx－a(x－1)．
（1）当a＝4时，求曲线y＝f (x)在(1，f (1))处的切线方程；

（2）若当x∈(1，＋∞)时，f (x)＞0，求a的取值范围．

    变形为lnx－eq \F(a(x－1),x＋1)＞0．

2．方法的要求高
(2020山东、海南)21．已知函数f(x)＝aex－1－lnx＋lna，若f(x)≥1，求a的取值范围．

 研究导数的零点是利用导数解决函数问题的核心．
求导得f((x)＝aex－1－eq \F(1,x)，研究函数g (x)＝aex－1－eq \F(1,x)在(0，＋∞)上的零点，

    由g((x)＝aex－1＋eq \F(1,x2)＞0恒成立，知g (x)在(0，＋∞)上单调递增，
    易知g (1)g (eq \F(1,a))≤0，

因此g (x)在(0，＋∞)上存在唯一的零点，显然零点无法具体解出来，设零点为x0，且aex0－1－eq \F(1,x0)＝0，

当x∈(0，x0)，f((x)＜0，f (x)单调递减，

当x∈(x0，＋∞)，f((x)＞0，f (x)单调递增，

因此f (x)的最小值为f (x0)＝aex0－1－lnx0＋lna，

注意利用条件aex0－1－eq \F(1,x0)＝0，可消去a，得f (x0)＝eq \F(1,x0)－2lnx0－x0＋1，

则eq \F(1,x0)－2lnx0－x0＋1≥1，可解得0＜x0≤1，

于是a＝eq \F(1,x0ex0－1)≥1．                         虚设零点，代入化简

本题还有一个做法：

   因为f(x)≥1，所以f(a)＝a≥1，
   当a≥1时

f (x)＝aex－1－lnx＋lna＝ex＋lna－1－lnx＋lna≥(x＋lna－1)＋1－lnx＋lna
＝x－lnx＋2lna≥1＋2lna≥1，

   因此a≥1．
这里用到常见的不等式ex≥x＋1，lnx≤x－1．
2．设函数f (x)＝ex－1－x－ax2，若当x≥0时，f (x)≥0恒成立，求a的取值范围．

  首先求导得f((x)＝ex－1－2ax，

  下面研究函数g (x)＝ex－1－2ax，x∈(0，＋∞)的零点，

  再研究函数g((x)＝ex－2a，x∈(0，＋∞)的零点，

  很多难题都是这样一个模式，不断的重复使用．

  当2a≤1即a≤eq \F(1,2)时， g((x)＞0恒成立，

即g (x)在(0，＋∞)上单调递增，又g (0)＝0，
于是g (x)＝ex－1－2ax在(0，＋∞)无零点，此时g (x)＞0恒成立，

即f((x)＞0恒成立，于是可得f (x)在0，＋∞)单调递增， 

因此f (x)在(0，＋∞)单调递增，

是当x≥0时，f (x)≥f (0)＝0恒成立，于是a≤eq \F(1,2)符合题意．

当2a＞1即a＞eq \F(1,2)时，函数g((x)在(0，＋∞)上唯一的零点x＝ln2a，

下面把零点作为分界点，写出单调区间，

此时g(x)在(0，ln2a)上单调递减，在(ln2a，＋∞)上单调递增，

即f((x)在(0，ln2a)上单调递减，在(ln2a，＋∞)上单调递增，

注意到f((0)＝0，于是可得当x∈(0，ln2a)时f((x)＜0，

即f (x)在(0，ln2a)上单调递减，

从而f (ln2a)＜f (0)＝0，与f (x)≥0恒成立相矛盾，

因此a≤eq \F(1,2)．这是比较经典一道题，条理不清晰很难做对．

         与此做法相似的问题高考的重点，问题讨论的标准是：零点在开区间上是否存在．分两种情形：①不存在，则单调，检验满足题设；②存在，有增减，找点否定题设．找的点往往是导数的零点（一阶或二阶都有可能）．
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